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ΕΙΣΑΓΩΓΗ
Στην piαρούσα διpiλωματική εργασία εpiιχειρώ να μυήσω τον αναγνώστη σε μία
όχι ιδιαιτέρως διαδεδομένη μέθοδο Ασφάλισης Χαρτοφυλακίων. Πιο συγκεκρι-
μένα, αναζητάμε μια ασφάλιση ελαχίστου κόστους τού χαρτοφυλακίου θ στο
῾῾piάτωμα᾿᾿ κ και στην τιμή q. Το εν λόγω piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης δεν έχει
piάντα λύση και, ακόμα και αν έχει, piολλές φορές είναι αδύνατον να piροσδιο-
ριστεί. Ως εκ τούτου, αpiοτέλεσε αφορμή για τούς ερευνητές ούτως ώστε να
αναζητήσουν αλγορίθμους piου εpiιλύουν το piρόβλημα, όpiως αυτόν piου piαρου-
σιάζεται στην piαρούσα εργασία. Στην 1η ενότητα piαρατίθενται τα κατάλληλα
εργαλεία και η μαθηματική θεωρία piου κρίνονται ως piροαpiαιτούμενα για τη
μέγιστη δυνατή κατανόηση τού piροβλήματος, ενώ στην 2η ενότητα piραγμα-
τοpiοιείται λεpiτομερής piεριγραφή τού piροβλήματος και τού αλγορίθμου piου το
εpiιλύει. Εν συνεχεία, στην 3η ενότητα καθίσταται σαφές το piώς η εν λόγω θεω-
ρία εφαρμόζεται στο piρόβλημα τής Ασφάλισης Χαρτοφυλακίων και τέλος, στην
4η ενότητα piαρουσιάζονται μερικά piαραδείγματα piου αpiοσκοpiούν στην σύν-
δεση θεωρίας και piράξης, καθώς και στην (piιο) άμεση μετάδοση ερεθισμάτων
στους νέους, εpiίδοξους ερευνητές. Πρόκειται για μία βιβλιογραφική εργασία,
η οpiοία έχει βασιστεί στο ομώνυμο άρθρο τού εpiιβλέpiοντα καθηγητή μου, Ιω-
άννη Πολυράκη. Αφιερώνω, λοιpiόν, μερικές γραμμές για να τον ευχαριστήσω
θερμά, όχι μόνο εpiειδή φρόντισε να μού υpiενθυμίσει piόση γοητεία piεριέχουν
τα Μαθηματικά σε μια piερίοδο όpiου όλες οι έννοιες στο κεφάλι μου είχαν τεθεί
υpiό αμφισβήτηση, αλλά και εpiειδή ανέχτηκε την ανώριμη ασυνέpiειά μου και με
στήριξε, σαν φίλος. Κλείνοντας, ευχαριστώ την οικογένειά μου και τούς φίλους
μου, piου ακατάpiαυστα εpiικροτούν οpiοιαδήpiοτε piροσpiάθειά μου, ανεξαρτήτως
αpiοτελέσματος. Συνεpiώς, piαρόλο piου η χρήση τού piρώτου ενικού στο piαρόν
κείμενο ήταν αναpiόφευκτη, piρόκειται για μία συλλογική δουλειά.
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Ενότητα 1
Βασικές ΄Εννοιες
1.1 Διατεταγμένοι Χώροι
Εφοδιάζοντας ένα σύνολο Χ με piράξεις, όpiως αυτή τής piρόσθεσης (+) ανάμε-
σα στα στοιχεία του και τού piολλαpiλασιασμού (*) με τα στοιχεία ενός σώματος
(όpiως το σύνολο των piραγματικών αριθμών ή των μιγαδικών), αpiοκτούμε αλ-
γεβρική δομή για το σύνολο Χ. Συνεpiώς, μpiορούμε να εξετάσουμε διάφορες
ιδιότητες για αυτό το σύνολο, όpiως, για piαράδειγμα, αν είναι διανυσματικός
χώρος.
Ορισμός 1.1.1 ΄Ενα σύνολο X εφοδιασμένο με την piράξη τής piρόσθεσης
(+) θα ονομάζεταιΠραγματικός Διανυσματικός (ή Γραμμικός) Χώρος
όταν ικανοpiοιεί τις εξής ιδιότητες:
(i) (x + y) + z = x + (y + z) ∀ x, y, z ∈ X.
(ii) x + y = y + x ∀ x, y ∈ X.
(iii) Υpiάρχει μηδενικό στοιχείο, έστω 0, τέτοιο ώστε x + 0 = 0 + x = x
∀ x ∈ X.
(iv) Για κάθε x ∈ X υpiάρχει αντίθετο στοιχείο, έστω −x, τέτοιο ώστε x +
(−x) = (−x) + x = 0.
(v) λ(x + y) = λx + λy ∀ x, y ∈ X και λ ∈ R.
(vi) (λ + µ)x = λx + µx ∀ x ∈ X και λ, µ ∈ R.
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(vii) λ(µx) = (λµ)x ∀ x ∈ X και λ, µ ∈ R.
(viii) 1x = x1 = x ∀ x ∈ X.
Ορισμός 1.1.2 ΄Εστω Y υpiοσύνολο τού X. Θα λέμε ότι το σύνολο Y ε-
ίναι Πραγματικός Διανυσματικός (ή Γραμμικός) υpiόχωρος τού
X αν για κάθε x, y ∈ Y ισχύει ότι:
(i) x + y ∈ Y
(ii) λx ∈ Y ∀ λ ∈ R.
Συνέpiεια 1.1.1 Αpiό τούς piαραpiάνω ορισμούς piροκύpiτει άμεσα ότι αν το
σύνολο Y είναι διανυσματικός υpiόχωρος τού X, τότε η τριάδα (Y,+, ∗) θα είναι
διανυσματικός χώρος με μηδενικό στοιχείο το 0 τού X.
΄Εpiειτα, εφοδιάζουμε το σύνολο με μία σχέση διάταξης (≥) για να μpiορούμε να
διατάξουμε και να συγκρίνουμε τα στοιχεία του. Μία σχέση διάταξης μpiορεί να
είναι ολική, αν μάς δίνει τη δυνατότητα να διατάξουμε όλα τα στοιχεία τού συ-
νόλου ανά δύο ή μερική αν διατάσσονται μόνο συγκεκριμένα ζεύγη στοιχείων.
Για piαράδειγμα, ο χώρος των piραγματικών αριθμών είναι ένα ολικά διατεταγ-
μένο σύνολο, αφού για κάθε δύο στοιχεία του μpiορούμε άμεσα να αpiοφασίσουμε
piοιό είναι μεγαλύτερο και piοιό μικρότερο. Αντιθέτως, ο R2 είναι ένας μερικά
διατεταγμένος χώρος, γεγονός piου διαpiιστώνεται εύκολα όταν εpiιχειρήσουμε
να συγκρίνουμε το διάνυσμα (0,1) με το (1,0). Το τελευταίο συμpiέρασμα ισχύει
γενικώς για τον Rn με n ∈ N .
Ορισμός 1.1.3 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος εφοδιασμένος με μία σχέση
μερικής διάταξης ΄≥΄, η οpiοία ικανοpiοιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:
• Για κάθε x ∈ X ισχύει ότι x ≥ x (ανακλαστική).
• Για κάθε x, y ∈ X, ισχύει ότι αν x ≥ y και y ≥ x τότε x = y (αντισυμ-
μετρική).
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• Για κάθε x, y, z ∈ X, ισχύει ότι αν x ≥ y και y ≥ z τότε x ≥ z
(μεταβατική).
Αν εpiιpiλέον η ΄≥΄ είναι συμβατή με την αλγεβρική δομή τού X με την έννοια
ότι ικανοpiοιείται και η ακόλουθη τέταρτη ιδιότητα:
• Για κάθε x, y, z ∈ X με x ≥ y και µ ≥ 0, ισχύει ότι x + z ≥ y + z και
µx ≥ µy.
τότε λέμε ότι το ζευγάρι (X, ≥) είναι έναςμερικά διατεταγμένος διανυσματικός
χώρος.
Ορισμός 1.1.4 ΄Εστω X, Y διανυσματικοί χώροι. Μία αpiεικόνιση T : X
→ Y ονομάζεται γραμμικός τελεστής αν και μόνον αν T (ax + by) =
aT (x) + bT (y), για κάθε x, y ∈ X και a, b ∈ R.
Ορίζουμε ως L(X, Y ) τον χώρο όλων των γραμμικών συνεχών τελεστών T :
X → Y , ο οpiοίος είναι διανυσματικός χώρος, αφού για κάθε T , S ∈ L(X, Y )
και λ ∈ R αpiοδεικνύεται εύκολα ότι ο τελεστής λT + S είναι γραμμικός και
άρα ανήκει στον L(X, Y ). Παρακάτω θα διαpiιστώσουμε ότι ο L(X, Y ) είναι
ένας μερικά διατεταγμένος διανυσματικός χώρος.
Ορισμός 1.1.5 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος ως piρος το σώμα των piραγ-
ματικών αριθμών. Ορίζουμε ως γραμμικό συναρτησιοειδές (linear
functional) κάθε γραμμικό τελεστή p : X → R. Αν εpiιpiλέον ισχύει ότι
p(x) ≥ 0 ∀ x ∈ X+ (αντίστοιχα, p(x) > 0 ∀x ∈ X+, x 6= 0), τότε θα
λέμε ότι το p είναι ένα θετικό γραμμικό συναρτησιοειδές (αντίστοι-
χα, αυστηρά θετικό γραμμικό συναρτησιοειδές).
Ορισμός 1.1.6 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος και K υpiοσύνολο τού X. Το
K θα ονομάζεται κυρτό αν για κάθε δύο στοιχεία του το ευθύγραμμο τμήμα
piου τα συνδέει ανήκει ολόκληρο στο K. Δηλαδή, το K θα είναι κυρτό αν για
κάθε x, y ∈ K έpiεται ότι λx+ (1− λ)y ∈ K, για κάθε λ ∈ (0, 1).
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(αʹ) Κυρτό Σύνολο (βʹ) Μη Κυρτό Σύνο-
λο
Ορισμός 1.1.7 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος και Y υpiοσύνολό του. Ο-
ρίζουμε ως κυρτή θήκη τού Y το ελάχιστο κυρτό σύνολο K ⊂ X piου piε-
ριέχει το Y και το συμβολίζουμε ως co(Y ). Προφανώς αν το Y είναι κυρτό
υpiοσύνολο, τότε co(Y ) = Y .
Σημείωση: Μερικές φορές θα χρησιμοpiοιούμε αpiλώς τον όρο ῾῾piολύτοpiο᾿᾿ και
θα εννοούμε ῾῾κυρτό piολύτοpiο᾿᾿.
Ορισμός 1.1.8 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος και K κυρτό υpiοσύνολο τού
X. ΄Ενα σημείο τού K θα καλείται ακραίο σημείο (extreme point) αν
δεν ανήκει σε κανένα ανοιχτό ευθύγραμμο τμήμα piου συνδέει δύο σημεία τού
K. Διαισθητικώς, ένα ακραίο σημείο αpiοτελεί κορυφή για το κυρτό υpiοσύνολο
K.
Σχήμα 1.2: Με γαλάζιο χρώμα το κυρτό σύνολο και με κόκκινο χρώμα τα
ακραία σημεία του.
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Ορισμός 1.1.9 ΄Εστω P κυρτό υpiοσύνολο ενός διανυσματικού χώρου X.
Θα λέμε ότι το P είναι κώνος αν για κάθε x ∈ P το λx ∈ P για κάθε
λ ≥ 0. ΄Αμεσα αpiό τον ορισμό έpiεται ότι το 0 ∈ P . Αν εpiιpiλέον ισχύει ότι
P ∩ (−P ) = {0}, τότε ο P θα λέγεται οξύς κώνος.
΄Εστω X μερικά διατεταγμένος γραμμικός χώρος και x, y ∈ X. Θα λέμε ότι
το x είναι μεγαλύτερο αpiό το y αν x ≥ y και x 6= y. Το σύνολο των
σημείων piου είναι μεγαλύτερα ή ίσα αpiό το 0 συμβολίζεται με X+ και καλείται
θετικός κώνος τού X. Με άλλα λόγια, X+ = {x ∈ X|x ≥ 0} είναι ο
θετικός κώνος τού X και εύκολα διαpiιστώνεται ότι είναι οξύς.
Αν X είναι διανυσματικός χώρος με νόρμα και για κάθε x, y ∈ X με 0 ≤ x ≤ y
υpiάρχει c θετικός piραγματικός τέτοιος ώστε ‖x‖ ≤ c‖y‖, τότε ο θετικός οξύς
κώνος X+ ονομάζεται κανονικός (normal).
Το piιο γνωστό και άμεσο piαράδειγμα είναι ο θετικός κώνος τού R2, R2+, ο
οpiοίος είναι οξύς αφού R2+ ∩ (−R2+) = {0}.
Αντίστροφα τώρα υpiοθέτουμε ότι P ⊂ X και P οξύς θετικός κώνος τού X.
Τότε, μpiορούμε να ορίσουμε μία σχέση μερικής διάταξης ≥ στον X ως εξής:
x ≥ y ⇔ x− y ∈ P
Παρατηρούμε ότι P = {x ∈ X|x ≥ 0} = X+ και εύκολα διαpiιστώνουμε ότι η εν
λόγω σχέση μερικής διάταξης ικανοpiοιεί τις 4 ιδιότητες τού ορισμού. Συνεpiώς,
ο (X,≥) είναι ένας διανυσματικός χώρος διατεταγμένος αpiό τον κώνο P . Αν ο
P είναι ένας κώνος piου δεν είναι οξύς, τότε ορίζει μία σχέση μερικής διάταξης
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η οpiοία, όμως, δεν είναι αντισυμμετρική. Γενικώς, αν P ⊂ X και P κώνος τού
X, τότε το σύνολο P −P είναι ο διανυσματικός χώρος piου piαράγεται αpiό τον
P . Ειδικότερα, αν P − P = X, τότε λέμε ότι ο κώνος P piαράγει τον X.
Ορισμός 1.1.10 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος, D ⊂ X και w ∈ D. Το w
καλείται άνω φράγμα τού D αν για κάθε d ∈ D ισχύει ότι w ≥ d (αντίστοι-
χα, αν w ≤ d για κάθε d ∈ D τότε θα το w θα λέγεται κάτω φράγμα). Αν
τώρα για κάθε άνω φράγμα z ∈ X τού D ισχύει ότι z ≥ w, τότε το w καλείται
κατώτατο άνω φράγμα (supremum) και συμβολίζεται ως w = sup(D).
Αντίστοιχα ορίζεται το ανώτατο κάτω φράγμα (infimum) τού D και
συμβολίζεται ως w = inf(D). Εpiιpiλέον, ορίζουμε το supremum και το
infimum δύο στοιχείων x, y ∈ D piου συμβολίζονται με x ∨ y και x ∧ y,
αντίστοιχα.
Ορισμός 1.1.11 ΄Εστω X διατεταγμένος διανυσματικός χώρος, P κώνος
piου piαράγει τον X με P 6= {0} και B ⊂ P κυρτό σύνολο για το οpiοίο ισχύει
ότι για κάθε x ∈ P\{0} υpiάρχει μοναδικός piραγματικός αριθμός λx > 0, piου
εξαρτάται αpiό το x, τέτοιος ώστε λxx ∈ B. Τότε το B ονομάζεται βάση τού
κώνου P (simplex).
Παράδειγμα 1.1 Στο piαρακάτω σχήμα βλέpiουμε τον θετικό κώνο τού R2
με βάση το σύνολο
B =
{
(x1, x2) ∈ R2
∣∣∣1
3
x1 +
1
2
x2 = 1
}
.
Για κάθε x ∈ R2 η τομή τής ευθείας () με το ευθύγραμμο τμήμα piου συνδέει
το 0 με το x είναι το σημείο x΄=λxx, με το λx να είναι μοναδικό.
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1.2 Γραμμικοί Σύνδεσμοι – Υpiοσύνδεσμοι
– Σύνδεσμοι-Υpiόχωροι
Ορισμός 1.2.1 Γραμμικός Σύνδεσμος (ή χώροςRiesz ήLattice)
ονομάζεται ένας μερικώς διατεταγμένος γραμμικός χώρος X με την ιδιότητα
ότι για κάθε ζεύγος x, y ∈ X υpiάρχει το supremum και το infimum του
{x, y}, δηλαδή
x ∨ y = w ∈ X, x ∧ y = z ∈ X.
Ο Rk για k ∈ N είναι γραμμικός σύνδεσμος ως piρος τη σημειακή διάταξη. Με
τον όρο σημειακή διάταξη εννοούμε ότι για x, y ∈ Rk το x είναι μεγαλύτερο
αpiό το y αν και μόνον αν xi ≥ yi για κάθε i ∈ {1, ..., k}. Εpiίσης, για κάθε x,
y ∈ Rk υpiάρχουν w και z ∈ Rk τέτοια ώστε wi = xi ∨ yi και zi = xi ∧ yi για
κάθε i ∈ {1, ..., k}. Συνεpiώς, ο Rk είναι γραμμικός σύνδεσμος.
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Γενικά κλασικά piαραδείγματα γραμμικών συνδέσμων είναι διάφοροι χώροι συ-
ναρτήσεων. Με τον όρο χώρος συναρτήσεων εννοούμε έναν διανυσματικό χώρο
X piου ως στοιχεία piεριέχει piραγματικές συναρτήσεις ορισμένες σε κάpiοιο
σύνολο Ω (f : Ω→ R). Με αυτόν τον τρόpiο μpiορούμε να συγκρίνουμε συναρ-
τήσεις ως piρος τη σημειακή διάταξη, σύμφωνα με την οpiοία f ≤ g ⇔ f(ω) ≤
g(ω) για κάθε ω ∈ Ω. Αφού οι f και g δέχονται τιμές στον R, οι συναρτήσεις
[f ∨ g](ω) := max{f(ω), g(ω)} και [f ∧ g](ω) := min{f(ω), g(ω)} υpiάρχουν
και ανήκουν στον X. Ακολουθούν διάφορα piαραδείγματα χώρων συναρτήσεων
piου είναι γραμμικοί σύνδεσμοι.
• Ο RΩ, ως ο χώρος όλων των piραγματικών συναρτήσεων ορισμένες σε
ένα σύνολο Ω.
• Ο C(Ω), ως ο χώρος όλων των συνεχών piραγματικών συναρτήσεων ορι-
σμένες σε έναν τοpiολογικό χώρο Ω.
• Ο `p με p ∈ [1,∞) ως ο χώρος όλων των piραγματικών ακολουθιών
{αn}n∈N με
∞∑
n=1
|αpn| <∞.
• Ο `∞ =
{
{αn}n∈N
∣∣∣sup|αn| < ∞, n ∈ N} ως ο χώρος όλων των φραγ-
μένων piραγματικών ακολουθιών.
• Ο c0 ως ο χώρος όλων των piραγματικών ακολουθιών piου συγκλίνουν
στο 0 (δηλαδή, lim
n→∞
αn = 0).
• Ο Lp(Ω) με 1 ≤ p <∞ ως ο χώρος όλων των μετρήσιμων συναρτήσεων
f : Ω→ R με ∫
Ω
|f |pdµ <∞ και (Ω,F , µ) χώρος μέτρου.
• Ο L(X, Y ) ως ο χώρος όλων των γραμμικών τελεστών T : X → Y με
την εξής διάταξη: αν T , S ∈ L(X, Y ), τότε T ≥ S αν και μόνον αν
T (x) ≥ S(x) για κάθε x ∈ X.
Ορισμός 1.2.2 ΄Εστω X γραμμικός σύνδεσμος. Τότε, μpiορούμε να ορίσου-
με τους piαρακάτω τελεστές με piεδίο ορισμού τον X και σύνολο τιμών τον θετικό
κώνο X+:
• Θετικό μέρος τού x: x+ = x ∨ 0.
• Αρνητικό μέρος τού x: x− = −x ∨ 0.
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• Αpiόλυτη τιμή τού x: |x| = x+ ∨ x−.
Εκτός αpiό τους διατεταγμένους διανυσματικούς χώρους, piαρουσιάζεται ενδια-
φέρον και για τους διατεταγμένους διανυσματικούς υpiοχώρους. Πιο συγκε-
κριμένα, έστω X διατεταγμένος διανυσματικός χώρος και E ένας υpiόχωρος.
Μpiορούμε να υpiοθέσουμε piως ο E είναι ένας διατεταγμένος γραμμικός υpiόχω-
ρος τού X με την εpiαγόμενη διάταξη, την οpiοία συμβολίζουμε με ≥E και για
την οpiοία ισχύει ότι για κάθε x, y ∈ E x ≥E y ⇔ x ≥ y. Για λόγους αpiλότη-
τας, θα συμβολίζουμε την ≥E με ≥. Εpiίσης, ο θετικός κώνος τού E θα είναι
ο E+ = E ∩X+.
Ορισμός 1.2.3 Κάθε διανυσματικός υpiόχωρος E τού X piου διατάσσεται αpiό
την εpiαγόμενη διάταξη καλείται διατεταγμένος υpiόχωρος τού X.
Ορισμός 1.2.4 ΄Εστω X γραμμικός σύνδεσμος και E διατεταγμένος υpiόχω-
ρος τού X. Αν για κάθε x, y ∈ E ισχύει ότι x ∨ y ∈ E και x ∧ y ∈ E, τότε ο
E θα καλείται γραμμικός υpiοσύνδεσμος (linear sublattice) τού X.
Αξίζει να piαρατηρήσουμε piως η έννοια τού sup{x, y} στον γραμμικό σύνδεσμο
X διαφέρει αpiό εκείνη τού sup{x, y} σε έναν διατεταγμένο υpiόχωρό του, E
(αντίστοιχα διαφέρουν και τα inf{x, y}). Το sup{x, y} στον E θα το συμβο-
λίζουμε με supE{x, y} (αντίστοιχα infE{x, y}) και η διαφορά έγκειτα στο ότι
δεν μpiορούμε να εξασφαλίσουμε την ύpiαρξη των supE{x, y} και infE{x, y}.
Ορισμός 1.2.5 ΄Εστω X γραμμικός σύνδεσμος και E υpiόχωρος. Αν για
κάθε x, y ∈ E υpiάρχουν τα supE{x, y} και infE{x, y}, τότε θα λέμε ότι ο
E είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος (lattice - subspace). Εpiίσης, εύκολα
διαpiιστώνεται ότι
supE{x, y} ≥ sup{x, y} ≥ inf{x, y} ≥ infE{x, y}.
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Αξίζει να σημειωθεί piως όταν συμpiίpiτουν τα sup και inf και δηλαδή ισχύει ότι
supE{x, y} = sup{x, y} και infE{x, y} = inf{x, y}, τότε ο E θα είναι υpiο-
σύνδεσμος τού X. Γενικώς, κάθε υpiοσύνδεσμος είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος,
καθώς x ∨ y ∈ E και x ∧ y ∈ E, αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει piάντα. Το
piαρακάτω piαράδειγμα καθιστά σαφή τα piαραpiάνω συμpiεράσματα.
Παράδειγμα 1.2 ΄Εστω X ο χώρος όλων των piολυωνύμων piρώτου βαθμού
ορισμένα στο [0,1], δηλαδή X = {x(t) = λt + µ∣∣λ, µ ∈ R, t ∈ [0, 1]}. Ο X
είναι υpiόχωρος τού C[0, 1], αφού όλες οι ευθείες είναι συνεχείς piραγματικές συ-
ναρτήσεις.
΄Οpiως φαίνεται στο σχήμα piαρακάτω, αν x1, x2 ∈ X, τότε supX{x1, x2} =
a(t) ∈ X και infX{x1, x2} = b(t) ∈ X. Συνεpiώς, ο X είναι σύνδεσμος-
υpiόχωρος καθώς υpiάρχουν τα sup και inf . Παρόλα αυτά, ο X δεν είναι υ-
piοσύνδεσμος, αφού a(t) = supX{x, y} > sup{x, y} = y1(t) ∈ C[0, 1] και
piαράλληλα b(t) = infX{x, y} < inf{x, y} = y2(t) ∈ C[0, 1].
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1.3 Θετικές Βάσεις
Ορισμός 1.3.1 ΄Εστω X διανυσματικός χώρος και Y = {x1, x2, ..., xn} ένα
piεpiερασμένο υpiοσύνολο τού X. Το Y θα λέγεται γραμμικώς ανεξάρτητο
αν για κάθε λ1, λ2, ..., λn ∈ R για τα οpiοία ισχύει ότι
∑n
i λixi = 0 να έpiεται
υpiοχρεωτικά ότι λ1 = λ2 = ... = λn = 0.
Γενικώς, για να είναι ένα σύνολο γραμμικώς ανεξάρτητο θα piρέpiει κάθε piεpiε-
ρασμένο υpiοσύνολό του να είναι γραμμικώς ανεξάρτητο. Διαφορετικά, θα λέμε
ότι το σύνολο αυτό είναι γραμμικώς εξαρτημένο.
Ορισμός 1.3.2 ΄Εστω G = {g1, g2, ..., gn} ⊂ X. Το G θα ονομάζεται βάση
Hammel τού X αν είναι γραμμικώς ανεξάρτητο και, εpiιpiλέον, τα στοιχεία του
piαράγουν όλον τον χώροX. Το τελευταίο συμβολίζεται ωςX = 〈{g1, g2, ..., gn}〉.
Ορισμός 1.3.3 Διάσταση ενός διανυσματικού χώρου X ορίζεται να είναι
η piληθικότητα μιας Hammel βάσης του και συμβολίζεται με dim(X).
Αν κάθε x γράφεται ως γραμμικός συνδυασμός άpiειρων στοιχείων τής βάσης,
τότε η βάση ονομάζεται βάση Schauder και είναι καταλληλότερη για piερι-
γραφή αpiειροδιάστατων διανυσματικών χώρων.
Ορισμός 1.3.4 ΄Ενα σύνολο {e1, e2, ..., en, ...} ⊂ X καλείται θετική βάση
τού X αν ισχύουν τα ακόλουθα:
(i) Είναι βάση Hammel (ή Schauder) τού X.
15
(ii) Για κάθε x ∈ X+ ισχύει ότι x =
∞∑
i=1
λiei, όpiου λi ≥ 0 για κάθε i ∈
{1, 2, ...}.
Αν ισχύουν τα piαραpiάνω η θετική βάση θα είναι μοναδική με την έννοια ότι
αν B = {bn} μία άλλη βάση τού X, τότε κάθε στοιχείο bi θα είναι θετικό
piολλαpiλάσιο ενός ej, με i, j ∈ {1, 2, ...}.
Παράδειγμα 1.3 ΑνX = c0 με τη σημειακή διάταξη, τότε η ακολουθία {en}
(το διάνυσμα en έχει 1 στη θέση n και 0 piαντού αλλού) αpiοτελεί μία θετική βάση
τού X. Πράγματι, έστω x = { 1
n
}, τότε x = 1e1 + 12e2 + ...+ 1nen+ ... =
∞∑
n=1
1
n
en,
με λn = 1n > 0 για κάθε n ∈ N.
Σύμφωνα με το θεώρημα Choquet - Kendall στο [5], αν ο θετικός κώνος X+
είναι κανονικός και piαράγει τον X (dim(X) = n), τότε ο X είναι γραμμικός
σύνδεσμος αν και μόνον αν μια βάση B τούX είναι ένα (n-1)-διάστατο simplex.
Σε αυτήν την piερίpiτωση τα στοιχεία {b1, b2, ..., bn} τής B αpiοτελούν κορυφές
ενός κυρτού piολυτόpiου και ορίζουν μία θετική βάση για τον X+.
Πρόταση 1.3.1 (Choquet-Kendall) Αν ο X είναι piεpiερασμένης διάστα-
σης μερικώς διατεταγμένος διανυσματικός χώρος piου piαράγεται αpiό τον κλειστό
κώνο X+, τότε ο X είναι γραμμικός σύνδεσμος αν και μόνον αν έχει θετική
βάση.
Αν για piαράδειγμα ο E είναι διάστασης 2 και ο E+ είναι κλειστός και piαράγει τον
E, τότε ο E είναι γραμμικός σύνδεσμος. Πράγματι, κάθε βάση B για τον E+
είναι ένα κλειστό ευθύγραμμο τμήμα (όpiως στο Παράδειγμα 1.1.1) και συνεpiώς,
η B είναι ένα 1-simplex.
Ορισμός 1.3.5 ΄Εστω Y υpiόχωρος τού C(Ω) με βάση το B = {bn}. Για
δεδομένο t ∈ Ω και m ∈ N, αν bm(t) 6= 0 και bn(t) = 0 για κάθε n 6= m,
τότε λέμε ότι το σημείο t είναιm-κόμβος (ή piιο αpiλά, κόμβος) τής βάσης B.
Αν τώρα για κάθε n υpiάρχει ένας n-κόμβος tn τής B, τότε λέμε ότι η B είναι
βάση τού Y με κόμβους και ότι η {tn} είναι ακολουθία κόμβων τής {bn}.
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Ενότητα 2
Γραμμική Βελτιστοpiοίηση στον
C(Ω)
2.1 Το Πρόβλημα
Στο δεύτερο και κύριο μέρος τής piαρούσας εργασίας θα piεριγράψουμε το
piρόβλημα τής ασφάλισης χαρτοφυλακίου και το piώς οι έννοιες piου ορίστη-
καν piαραpiάνω συμβάλλουν καθοριστικά στην εpiίλυσή του. Πιο συγκεκριμένα,
θεωρούμε ότι ο X είναι ο υpiόχωρος τού C(Ω) piου piαράγεται αpiό n στο piλήθος
γραμμικώς ανεξάρτητα θετικά στοιχεία τού C(Ω). Μάς ενδιαφέρει να ελαχι-
στοpiοιήσουμε το θετικό γραμμικό συναρτησιοειδές ρ : X → R, υpiό ένα piεpiε-
ρασμένο piλήθος ανισοτήτων. Το εν λόγω piρόβλημα δεν έχει piάντα λύση και,
ακόμα και αν εξασφαλίσουμε την ύpiαρξη, δεν μpiορούμε να την ανιχνεύσουμε.
Στην εργασία αυτή θα piαρατεθούν τα κατάλληλα θεωρήματα piου αpiοδεικνύουν
ότι αν ο X piεριέχεται σε έναν piεpiερασμένης διάστασης ελαχιστικό σύνδεσμο-
υpiόχωρο Y τού C(Ω), τότε το piρόβλημα έχει λύση piου piροκύpiτει αpiό την
εpiίλυση ενός ισοδύναμου piροβλήματος γραμμικού piρογραμματισμού στον Rm.
Θα συμβολίζουμε με Ω έναν συμpiαγή τοpiολογικό χώρο Hausdorff (ένας
χώρος X θα λέγεται Hausdorff αν για κάθε δύο στοιχεία του x, y υpiάρ-
χουν ανοικτά σύνολα U , V , με x ∈ U , y ∈ V και U ∩ V = ∅), ενώ με C(Ω) θα
εννοούμε τον χώρο όλων των piραγματικών συνεχών συναρτήσεων ορισμένες
στο Ω. Ως εκ τούτου, ο C(Ω), ως χώρος συναρτήσεων, θα διατάσσεται αpiό
την σημειακή διάταξη και
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C+(Ω) = {x ∈ C(Ω)
∣∣x(t) ≥ 0,∀t ∈ Ω}
θα είναι ο θετικός κώνος τού C(Ω). Εpiίσης, θεωρούμε τα x1, x2, ..., xn, piου
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα θετικά στοιχεία τού C(Ω), τέτοια ώστε ο X =
〈{x1, x2, ..., xn}〉 να είναι ο υpiόχωρος τού C(Ω) piου piαράγεται αpiό τα εν λόγω
στοιχεία.
Μελετάμε το ακόλουθο piρόβλημα:
• Ελαχιστοpiοίησε το p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥
0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr και pi(z) ≥ αi, i = 1, 2, ..., l, (1)
όpiου p είναι ένα γραμμικό θετικό σναρτησιοειδές τού X (συχνά θα αναφερόμα-
στε στο p ως ῾῾τιμή᾿᾿, όpiως συνηθίζεται σε piροβλήματα οικονομικής φύσης),
z1, z2, ..., zr είναι γνωστά στοιχεία τού X, p1, p2, ..., pl είναι γραμμικά συναρτη-
σιοειδή τού X και α1, α2, ..., αl piραγματικές σταθερές. Στην piερίpiτωση piου τα
pi καθώς και τα αi είναι ίσα με μηδέν, το piρόβλημα αpiλοpiοιείται στο ακόλουθο:
• Ελαχιστοpiοίησε το p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥
0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr. (2)
Το σύνολο με τις εφικτές λύσεις για το (2),
P = {z ∈ X∣∣z ≥ 0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr}, (3)
γνωρίζουμε ότι δε θα είναι κενό. Το εν λόγω συμpiέρασμα piροκύpiτει εpiειδή
X = X+ −X+ και άρα για κάθε i θα ισχύει ότι zi = zi1 − zi2 με zi1, zi2 ∈ X+.
Δηλαδή, το
r∑
i=1
zi1 θα ανήκει piάντα στο P . Εpiίσης, piαρατηρούμε ότι στην
piερίpiτωση piου ο Ω είναι ένα piεpiερασμένο σύνολο n στοιχείων, το piαραpiάνω
piρόβλημα είναι ένα piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού στον Rn.
Σε αυτήν την εργασία λύνουμε το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης στην piερίpiτωση
piου ο Ω είναι αpiειροδιάστατος, το άθροισμα των xi αυστηρά θετικό και X ⊂ Y ,
όpiου Y ο ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω) piου piεριέχει τον X.
Τότε, σύμφωνα με τα [6,7] έpiεται ότι ο Y θα έχει μία θετική βάση {b1, b2, ..., bm}
με κόμβους τα σημεία t1, t2, ..., tm ∈ Ω. Εpiιpiροσθέτως, για κάθε x =
∑m
i=1 λibi,
y =
∑m
i=1 µibi ∈ Y θα έχουμε ότι supY {x, y} =
∑m
i=1(λi∨µi)bi. Ως εκ τούτου,
εύκολα δείχνεται ότι η γραφή του τυχαίου y στον Y ως piρος τη βάση είναι
y =
m∑
i=1
y(ti)
bi(ti)
bi
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και, τελικώς, κάθε ανισότητα x ≥ y στον X ισοδυναμεί με ένα piεpiερασμένο
piλήθος ανισοτήτων στον R, τής μορφής x(ti) ≥ y(ti), για κάθε i = 1, 2, ...,m.
Εν συνεχεία, κατασκευάζουμε μία νέα βάση
{∼
b1,
∼
b2, ...,
∼
bn
}
τού X, την οpiοία
αpiοκαλούμε βάση piροβολή εpiειδή τα στοιχεία της είναι piροβολές των στοι-
χείων τής θετικής βάσης τού Y . Αυτή η βάση έχει την εξής ιδιότητα: για κάθε
x ∈ X οι n piρώτες συντεταγμένες τού x στη θετική βάση τού Y συμpiίpiτουν
με τις συντεταγμένες τού x στη βάση piροβολή τού X.
Αξίζει να σημειωθεί piως το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης δεν έχει piάντοτε λύση
αν ο X δεν piεριέχεται σε έναν piεpiερασμένης διάστασης ελαχιστικό σύνδεσμο-
υpiόχωρο.
Εpiίσης, εpiισημαίνουμε τη χρησιμότητα των αpiοτελεσμάτων piου piαρατίθενται
στην piαρούσα εργασία, αpiοδεικνύοντας ότι στην piερίpiτωση piου το συναρτη-
σιοειδές p δεν είναι θετικό, το piρόβλημα ελαχιστοpiοίσης (2) δεν έχει piάντα
λύση. Πιο συγκεκριμένα, έστω w ∈ X+ τέτοιο ώστε p(w) < 0. Τότε για
κάθε z ∈ P θα ισχύει ότι λw + z ≥ 0, z1, ..., zr, για κάθε λ > 0. Συνεpiώς,
lim
λ→∞
p(λw + z) = −∞ και άρα το piρόβλημα δεν έχει λύση.
Παράδειγμα 2.1 ΄Εστω Ω = [0, 1] και X ο υpiόχωρος τού C(Ω) piου piαράγε-
ται αpiό τις συναρτήσεις x1(t) = 1, x2(t) = t, x3(t) = t2. Ακόμα, υpiοθέτουμε
ότι z1(t) = 12 − t και ότι η τιμή p είναι το μέτρο Dirac με στήριγμα στο 12 .
Δηλαδή, για κάθε z ∈ X,
p(z) =
∫
[0,1]
z(t)dδ1/2(t) = z(1/2).
Η ελαχιστοpiοίηση τού p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥ 0, z ≥ z1
δεν έχει λύση. Για την αpiόδειξη τού ισχυρισμού, θέτουμε τις συναρτήσεις
wn = wn(t) = nt
2 − nt+ n
4
+
1
n
.
Εύκολα piαρατηρούμε ότι wn(t) ≥ z1(t) για κάθε t ∈ [0, 1], εpiειδή:
wn(t) ≥ z1(t)⇔ nt2 − nt+ n
4
+
1
n
≥ 1
2
− t⇔
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⇔ nt2 − (n− 1)t+ (n
4
+
1
n
− 1
2
) ≥ 0
Θέτουμε yn(t) = nt2 − (n − 1)t + (n4 + 1n − 12), το οpiοίο είναι ένα piολυώνυμο
δευτέρου βαθμού με διακρίνουσα ίση με −3 < 0. Συνεpiώς, το τριώνυμο δεν
έχει piραγματικές ρίζες και άρα διατηρεί το piρόσημό του για κάθε t ∈ [0, 1]. Για
t = 0, το yn(t) γίνεται ίσο με n4 +
1
n
− 1
2
= αn, το οpiοίο είναι θετικό για κάθε
n ∈ N, αφού:
• n = 1⇒ αn = 14 + 1− 12 > 0.
• n ≥ 2⇒ n
4
≥ 1
2
⇒ αn > 0.
Ως εκ τούτου, αφού yn(t) > 0 για t = 0 και yn(t) συνεχής συνάρτηση χωρίς
piραγματικές ρίζες, έpiεται ότι:
yn(t) > 0⇔ wn(t) > z1(t) ∀t ∈ [0, 1].
Ομοίως, wn(t) > 0, αφού τα wn είναι ακολουθία τριωνύμων με διακρίνουσα
∆ = n2−4n(n/4+1/n) = −4 < 0 για κάθε n ∈ N, ενώ wn(0) = n/4+1/n > 0
για κάθε n ∈ N.
΄Αρα, οι συναρτήσεις wn ανήκουν στο σύνολο εφικτών λύσεων P . ΄Ομως p(wn) =
wn(1/2) = 1/n και άρα το infimum τού p στον P είναι ίσο με 0, το οpiοίο δεν
μpiορεί να εpiιτευχθεί στον P .
Θεώρημα 2.1.1 Αν το διάνυσμα τής τιμής p είναι ένα αυστηρώς θετικό
γραμμικό συναρτησιοειδές τού X, τότε το piρόβλημα ελαχιστοpiοίσης (2) έχει
λύση.
2.2 Σύνδεσμος-Υpiόχωρος
Στην piερίpiτωση piου ο X είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος το piρόβλημα ελαχιστο-
piοίησης (2) έχει μία μοναδική λύση, ανεξάρτητη τής τιμής p. Αν μpiορούμε να
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βρούμε θετική βάση τού X, τότε μάς δίνεται η δυνατότητα να εντοpiίσουμε τη
λύση.
Θεώρημα 2.2.1 Ο χώρος X είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω) αν και
μόνον αν για οpiοιαδήpiοτε z1, z2, ..., zr ∈ X το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (2)
έχει λύση ανεξάρτητη τής τιμής p. Η λύση αυτή είναι το supX{z1, z2, ..., zr, 0}.
Παρατήρηση 2.2.1 Αν {b1, b2, ..., br} είναι μία θετική βάση τού X και zj =∑n
i=1 λjibi, τότε supX{z1, z2, ..., zr, 0} =
∑n
i=1(sup{λ1i, λ2i, ..., λri, 0})bi. Συ-
νεpiώς, η εύρεση τής θετικής βάσης μάς εξασφαλίζει και την εύρεση τής λύσης.
Η συνάρτηση
β(t) =
r(t)∥∥r(t)∥∥
1
,
όpiου r(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) και
∥∥r(t)∥∥
1
=
∑n
i=1 |xi(t)| =
∑n
i=1 xi(t),
για κάθε t ∈ Ω, καλείται βασική συνάρτηση (καμpiύλη) των x1, x2, ..., xn και
λαμβάνει τιμές στο simplex ∆n = {ξ ∈ Rn+
∣∣‖ξ‖1 = 1} τού Rn+.
Θα συμβολίζουμε με D(β) το piεδίο ορισμού και με R(β) το σύνολο τιμών τής
β. Εpiίσης, με K θα συμβολίζουμε την κυρτή θήκη τής κλειστότητας τού συ-
νόλου τιμών τής β, δηλαδή K = coR(β).
Παρατηρούμε ότι στην piερίpiτωση piου
∥∥r(t)∥∥
1
> 0 για κάθε t ∈ Ω, τότε το piεδίο
ορισμού τής β είναι όλος ο χώρος Ω. Συνεpiώς, το σύνολο τιμών τής β θα είναι
συμpiαγές ως συνεχής εικόνα συμpiαγούς συνόλου και άρα K = coR(β).
Θεώρημα 2.2.2 Οι ακόλουθες piροτάσεις είναι ισοδύναμες:
(i) Ο X είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος.
(ii) Το K είναι ένα (n-1)-simplex.
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Εpiίσης, αν υpiοθέσουμε ότι η piρόταση (ii) είναι αληθής και P1, P2, ..., Pn είναι
οι κορυφές τού piολυτόpiου K, τότε θα ισχύουν οι ακόλουθες piροτάσεις:
(αʹ) Αν A είναι ο n × n piίνακας τού οpiοίου η i στήλη είναι το διάνυσμα Pi,
i = 1, 2, ..., n και b1, b2, ., , , bn είναι οι συναρτήσεις piου ορίζονται αpiό τον
τύpiο
(b1(t), b2(t), ..., bn(t))
T = A−1(x1(t), x2(t), ..., xn(t)) (4)
τότε {b1, b2, ..., bn} είναι μία θετική βάση τού X.
(βʹ) Αν β(ti) = Pi για κάpiοιο i, τότε ti είναι ένας i-κόμβος για την θετική
βάση τού X. Δηλαδή, bi(ti) > 0 και bj(ti) = 0, για κάθε i 6= j.
(γʹ) Αν x1(t) + x2(t) + ... + xn(t) > 0, για κάθε t ∈ Ω, τότε {b1, b2, ..., bn}
είναι μία θετική βάση με κόμβους.
2.3 Ελαχιστικός Σύνδεσμος-Υpiόχωρος
Ορισμός 2.3.1 ΄Εστω L(X) το σύνολο με όλους τους συνδέσμους-υpiοχώρους
τού C(Ω) piου piεριέχουν τον X. Αν Y ∈ L(X) και για κάθε γνήσιο υ-
piοσύνολο Z τού Y ισχύει ότι Z 6∈ L(X), τότε θα λέμε ότι ο Y είναι ένας
ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω) piου piεριέχει τον X.
Θεώρημα 2.3.1 (΄Υpiαρξη ενός ελαχιστικού συνδέσμου-υpiοχώρου, [7])
Οι ακόλουθες piροτάσεις ισχύουν:
(i) Το σύνολο K είναι ένα piολύτοpiο με m κορυφές, αν και μόνον αν, υpiάρχει
ένας m-διάστατος ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος Y τού C(Ω).
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(ii) Αν υpiάρχει ένας m-διάστατος ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος Y τού
C(Ω), τότε κάθε piεpiερασμένος ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος Z τού
C(Ω) είναι διάστασης m.
Θεώρημα 2.3.2 (Κατασκευή ενός ελαχιστικού συνδέσμου-υpiοχώρου, [7])
΄Εστω K το piολύτοpiο με κορυφές τα P1, P2, ..., Pm. Υpiοθέτουμε ότι τα piρώτα
n στο piλήθος P1, P2, ..., Pn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (στο [7] αpiοδεικνύεται
ότι piάντα υpiάρχει τέτοια αpiαρίθμηση των Pi). Εpiίσης, υpiοθέτουμε ότι ξi, i =
1, 2, ...,m είναι θετικές, συνεχείς piραγματικές συναρτήσεις ορισμένες στοD(β),
τέτοιες ώστε
∑m
i=1 ξi(t) = 1 και β(t) =
∑m
i=1 ξi(t)Pi, για κάθε t ∈ D(β) (στο
[4] αpiοδεικνύεται ότι οι συναρτήσεις ξi με τις piαραpiάνω ιδιότητες υpiάρχουν
piάντα). Τέλος, έστω xn+i, i = 1, 2, ...,m− n συναρτήσεις, τέτοιες ώστε
xn+i(t) =
{
ξn+i(t)
∥∥r(t)∥∥
1
, αν t ∈ D(β)
0, αν t 6∈ D(β)
Τότε, ο χώρος
Y = 〈{x1, x2, ..., xn, xn+1, ..., xm}〉
είναι ένας ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω) piου piεριέχει τα x1, x2, ..., xn,
με dimY = m. Μία θετική βάση {b1, b2, ..., bm} τού Y θα δίνεται αpiό τον τύpiο
(b1, b2, ..., bm)
T = D−1(x1, x2, ..., xm)T , (5)
όpiου D είναι ο m×m piίνακας με στήλες τα διανύσματα
Ri =
Mi
‖Mi‖1
, i = 1, 2, ...,m, (6)
όpiου Mi = (Pi, 0), για i = 1, 2, ..., n και Mn+i = (Pn+i, ei), για i = 1, 2, ..., l.
Το διάνυσμα (Pi, 0) είναι το διάνυσμα τού Rm τού οpiοίου οι n piρώτες συντε-
ταγμένες είναι οι συντεταγμένες τού Pi και όλες οι άλλες ίσες με 0, ενώ το
(Pn+i, ei) είναι το διάνυσμα τού Rm τού οpiοίου οι n piρώτες συντεταγμένες είναι
οι συντεταγμένες τού Pn+i, η n + i συντεταγμένη είναι ίση με 1 και όλες οι
άλλες ίσες με 0.
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Παρατήρηση 2.3.1 Αν το άθροισμα των συναρτήσεων xi, i = 1, 2, ..., n ε-
ίναι αυστηρά θετικό (
∑n
i=1 xi(t) > 0), για κάθε t ∈ Ω, τότε το {b1, b2, ..., bn}
αpiοτελεί μία θετική βάση τού Y με κόμβους. Αυτό piροκύpiτει αpiό την piρόταση
(γ΄) τού Θεωρήματος 2.2.2 και το γεγονός ότι το άθροισμα των συναρτήσεων
x1, x2, ..., xn, xn+1, ..., xm piου piαράγουν τον Y είναι εpiίσης θετικό.
2.4 Βάση Προβολή
΄Οpiως piροαναφέραμε, στην piερίpiτωση piου ο X piεριέχεται σε έναν ελαχιστικό
σύνδεσμο-υpiόχωρο Y τού C(Ω) κατασκευάζομε μία νέα βάση
{∼
b1,
∼
b2, ...,
∼
bn
}
,
piου την αpiοκαλούμε βάση piροβολή, εpiειδή τα στοιχεία της αpiοτελούν piροβολές
των στοιχείων τής θετικής βάσης τού Y . Εpiίσης, αξίζει να σημειωθεί ότι τότε,
ο θετικός κώνος τής βάσης piροβολής θα piεριέχει τον θετικό κώνο τού X. Η εν
λόγω βάση είναι piολύ σημαντική, διότι την χρησιμοpiοιούμε για να μετατρέψουμε
το αρχικό piρόβλημα σε ένα piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού.
Θεώρημα 2.4.1 ΄Εστω Y έναςm-διάστατος ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος
τού C(Ω) piου piεριέχει τα x1, x2, ..., xn και ο οpiοίος κατασκευάζεται με βάση το
Θεώρημα 2.3.2 και έστω {b1, b2, ..., bm} η αντίστοιχη θετική βάση piου piροκύpiτει
όpiως στη σχέση (5). Εpiίσης, υpiοθέτουμε ότι P1, P2, ..., Pm είναι οι κορυφές
τού K όpiως αpiαριθμούνται στο Θεώρημα 2.3.2. Τότε,
(i) Y = X ⊕ 〈{xn+1, xn+2, ..., xm}〉.
(ii) bi = 2xi, για κάθε i = n+ 1, n+ 2, ...,m.
(iii) Αν bi =
∼
bi + b
′
i, με
∼
bi ∈ X και b′i ∈ 〈{xn+1, xn+2, ..., xm}〉, για κάθε
i = 1, 2, ..., n, τότε η
{∼
b1,
∼
b2, ...,
∼
bn
}
είναι μία βάση τού X την οpiοία
αpiοκαλούμε βάση piροβολή και δίνεται αpiό τον τύpiο
(∼
b1,
∼
b2, ...,
∼
bn
)T
= A−1(x1, x2, ..., xn)T , (7)
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όpiου A είναι ο n × n piίνακας τού οpiοίου η i στήλη είναι το διάνυσμα Pi, για
i = 1, 2, ..., n. Η εν λόγω βάση έχει την εξής piολύ χρήσιμη ιδιότητα: Οι piρώτες
n συντεταγμένες οpiοιουδήpiοτε στοιχείου x τού X στη βάση {b1, b2, ..., bm} συ-
μpiίpiτουν με τις αντίστοιχες συντεταγμένες τού x στη βάση piροβολή. Δηλαδή,
x =
m∑
i=1
λibi ∈ X ⇒ x =
n∑
i=1
λi
∼
bi.
2.5 Κριτήριο Πολυτόpiου
Γενικώς είναι δύσκολο να μελετήσουμε το κατά piόσο το σύνολο K (υpiενθυ-
μίζουμε ότι K = coR(β)) αpiοτελεί ένα piολύτοpiο. Εpiίσης, αν piράγματι είναι
piολύτοpiο, τότε είναι δύσκολο να piροσδιορίσουμε τις κορυφές του. Παρακάτω
piαραθέτουμε ένα Θεώρημα και μία Συνέpiειά του piου αpiοτελούν κριτήριο. Πιο
συγκεκριμένα, η Συνέpiεια μάς λέει ότι αν το K είναι piολύτοpiο και β(t0) είναι
κορυφή τού K, τότε η piαράγωγος τής συνάρτησης β piεριορισμένη σε κάθε
καμpiύλη τού Ω, piου piεριέχει το t0 ως εσωτερικό σημείο, είναι ίση με 0.
Θεώρημα 2.5.1 ΄Εστω K piολύτοpiο και β(t0) μία κορυφή τού K. Υpiοθέτου-
με ότι {ar} είναι μία ακολουθία piραγματικών αριθμών piου συγκλίνει στο 0 με
a2r > 0 και a2r+1 < 0 για κάθε r. Τέλος, θεωρούμε μια ακολουθία τού Ω, έστω
{tr}. Αν limr→∞(β(tr)− β(t0))/ar = `, ` ∈ Rn, τότε ` = 0.
Συνέpiεια 2.5.1 (Το Κριτήριο τής Παραγώγου) ΄Εστω K piολύτοpiο
και β(t0) κορυφή τού K. Υpiοθέτουμε ότι σ είναι μία συνάρτηση ορισμένη στο
piραγματικό διάστημα (−, ) piου λαμβάνει τιμές στο Ω, σ(0) = t0 και έστω
φ = β0σ η σύνθεση των σ, β. Τότε, θα ισχύει ότι
φ′(0) = 0,
όταν υpiάρχει η piαράγωγος φ′(0) τής φ στο 0.
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Παρατήρηση 2.5.1 Στην piερίpiτωση piου οι piροϋpiοθέσεις τού Κριτηρίου τής
Παραγώγου ικανοpiοιούνται και το άθροισμα των συναρτήσεων xi είναι αυστηρώς
θετικό, τότε ακολουθούμε τα εξής βήματα για να συμpiεράνουμε κατά piόσο το
K αpiοτελεί piολύτοpiο:
Εpiειδή το άθροισμα των xi είναι αυστηρώς θετικό, έpiεται ότι το piεδίο ορισμού
τής συνάρτησης β (D(β)) είναι όλο το Ω και άρα το σύνολο τιμών τής β
(R(β)) είναι κλειστό ως συνεχής εικόνα συμpiαγούς συνόλου. Ως εκ τούτου, θα
έχουμε ότι K = coR(β) και άρα κάθε ακραίο σημείο τού K είναι εικόνα κάpiοιου
στοιχείου τού Ω. Στην piιο αpiλή piερίpiτωση όpiου Ω = [a, b] είναι ένα piραγματικό
διάστημα, θα ισχύει ότι αν υpiοθέσουμε piως το K είναι piολύτοpiο και ότι β(t0)
είναι κορυφή τού K, τότε β′(t0) = 0 ή το t0 δεν είναι εσωτερικό σημείο τού
[a, b]. Συνεpiώς, οι κορυφές τού K θα ανήκουν στο σύνολο
G = {β(t)∣∣t είναι ρίζα τής εξίσωσης β′(t) = 0 ή t = a ή t = b}.
Αν Ω είναι κυρτό υpiοσύνολο τού Rl, τότε ο συλλογισμός είναι ανάλογος, αλλά
piιο piερίpiλοκος. Εμείς θα σταθούμε στην αpiλή piερίpiτωση την οpiοία θα συνα-
ντήσουμε και στα Παραδείγματα τής Ενότητας 4.
2.6 Το Ισοδύναμο Πρόβλημα Γραμμικού Προ-
γραμματισμού
Θεωρούμε ότι ο Y είναι ένας ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω) piου
piεριέχει τον X και ότι {b1, b2, ..., bm} είναι μία θετική βάση τού Y , piου κατα-
σκευάζεται σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3.2. Εpiίσης, υpiοθέτουμε ότι το άθροι-
σμα των xi είναι αυστηρά θετικό. Ως εκ τούτου, μpiορούμε να θεωρήσουμε
ότι η βάση {b1, b2, ..., bm} είναι μία θετική βάση τού Y με κόμβους τα σημεία
t1, t2, ..., tm ∈ Ω, σύμφωνα με την piρόταση (γ΄) τού θεωρήματος 2.2.2. Συνε-
piώς, μpiορούμε να εκφράσουμε κάθε στοιχείο z τού Y ως piρος την εν λόγω
βάση:
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z =
m∑
i=1
z(ti)
bi(ti)
bi.
Είναι piροφανές ότι το z θα είναι θετικό αν και μόνον αν z(tk) ≥ 0, για κάθε
k = 1, 2, ...,m. Εpiίσης, piαρατηρούμε ότι ένα στοιχείο z τού C(Ω) θα ανήκει
στο X αν και μόνον αν γράφεται στη μορφή z =
∑n
i=1 λi
∼
bi. Ως εκ τούτου, το
σύνολο
P = {z ∈ X∣∣z ≥ 0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr},
είναι τής μορφής:
P =
{
z =
n∑
i=1
λi
∼
bi
∣∣∣z ≥ 0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr}
ή ισοδύναμα
P =
{
z =
n∑
i=1
λi
∼
bi
∣∣∣z(tk) ≥ σk, k = 1, 2, ...,m},
όpiου σk = max{0, z1(tk), z2(tk), ..., zr(tk)}. Συνεpiώς, για κάθε z =
n∑
i=1
λi
∼
bi ∈
P , θα έχουμε ότι
B(λ1, λ2, ..., λn)
T ≥ (σ1, σ2, ..., σm)T ,
όpiου B είναι ο m×n piίνακας με στήλες τα διανύσματα (
∼
bi(t1),
∼
bi(t2), ...,
∼
bi(tk)),
i = 1, 2, ...,m. Δηλαδή, ουσιαστικά αpiαιτούμε αpiό τα (λ1, λ2, ..., λn) να α-
νήκουν στον Pˆ , όpiου
Pˆ = {(λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn
∣∣B(λ1, λ2, ..., λn)T ≥ (σ1, σ2, ..., σm)T}.
Αντιστρόφως, αν υpiοθέσουμε ότι (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Pˆ και z =
∑n
i=1 λi
∼
bi θα
έχουμε ότι z(tk) ≥ σk για κάθε k και άρα, z ≥ 0, z ≥ z1, ..., z ≥ zr, δηλαδή
z ∈ P . Συνεpiώς, έχουμε ότι
(λ1, λ2, ..., λm) ∈ Pˆ ⇔ z =
n∑
i=1
λi
∼
bi ∈ P. (8)
Τελικώς, καταλήγουμε στο ακόλουθο piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμο-
ύ piου είναι ισοδύναμο με το αρχικό piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (1), με την
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έννοια ότι το (λ1, λ2, ..., λn) είναι η λύση τού piροβλήματος γραμμικού piρο-
γραμματισμού, αν και μόνον αν, z0 =
∑n
i=1 λi
∼
bi είναι η λύση του piροβλήματος
ελαχιστοpiοίησης.
• Ελαχιστοpiοίησε το
n∑
i=1
λip(
∼
bi) ως piρος (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn+, υpiό τους
piεριορισμούς B(λ1, λ2, ..., λn)T ≥ (σ1, σ2, ..., σm)T και
n∑
i=1
λipj(
∼
bi) ≥ αj,
j = 1, 2, ..., l. (9)
Εpiίσης, το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (2) είναι ισοδύναμο με το piαρακάτω
piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού:
• Ελαχιστοpiοίησε το
n∑
i=1
λip(
∼
bi) ως piρος (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn+, υpiό τους
piεριορισμούς B(λ1, λ2, ..., λn)T ≥ (σ1, σ2, ..., σm)T . (10)
Θεώρημα 2.6.1 ΄Εστω Y έναςm-διάστατος ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος
τού C(Ω) piου piεριέχει τον X και έστω ότι το άθροισμα των συναρτήσεων xi
είναι αυστηρά θετικό. Τότε, το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (1) είναι ισοδύναμο
με το piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού (9). Το piρόβλημα ελαχιστοpiο-
ίησης (2) έχει τουλάχιστον μία λύση. Οι λύσεις τού (2) καθορίζονται αpiό το
piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού (10).
Παρατήρηση 2.6.1 Το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης στο Παράδειγμα 2.1.1
δεν έχει λύση piαρόλο piου το διάνυσμα τιμής p είναι θετικό. Στο Παράδειγμα
3.3.2 piαρακάτω θα δείξουμε ότι δεν υpiάρχει piεpiερασμένης διάστασης ελαχιστι-
κός σύνδεσμος-υpiόχωρος piου να piεριέχει τον υpiόχωρο X τού Παραδείγματος
2.1.1. Συνεpiώς, στο piροηγούμενο Θεώρημα δεν μpiορούμε να piαραλείψουμε
την piαραδοχή ότι ο X piεριέχεται σε έναν piεpiερασμένης διάστασης ελαχιστικό
σύνδεσμο-υpiόχωρο.
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2.7 Ο Αλγόριθμος
Προκειμένου να μελετήσουμε το piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (1), εξετάζου-
με κατά piόσο υpiάρχει ένας piεpiερασμένης διάστασης ελαχιστικός σύνδεσμος-
υpiόχωρος Y τού C(Ω) piου να piεριέχει τον X και στη συνέχεια εντοpiίζουμε
μία θετική βάση τού Y . ΄Εχοντας σαφή σκοpiό, ακολουθούμε τα βήματα τού
piαρακάτω αλγορίθμου:
(i) Βρίσκουμε τη βασική συνάρτηση β των συναρτήσεων xi.
(ii) Εξετάζουμε αν το K είναι piολύτοpiο και, αν είναι, εντοpiίζουμε τις κορυ-
φές του. Αpiαριθμούμε τις κορυφές P1, P2, ..., Pn, Pn+1, ..., Pm εις τρόpiον
ώστε οι piρώτες n να είναι γραμμικώς ανεξάρτητες.
(iii) Σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3.2 κατασκευάζουμε έναν ελαχιστικό σύνδεσμο-
υpiόχωρο Y piου piεριέχει τον X και μία βάση {b1, b2, ..., bm} τού Y . Ε-
piίσης, εντοpiίζουμε ένα σύνολο κόμβων {t1, t2, ..., tm} για τη βάση {bi}.
Αν οX είναι σύνδεσμος-υpiόχωρος και η τιμή p είναι αυστηρά θετική, τότε
supX{0, z1, z2, ..., zr} είναι η λύση τού piροβλήματος ελαχιστοpiοίησης (2).
(iv) Σύμφωνα με το Θεώρημα 2.4.1 κατασκευάζουμε τη βάση piροβολή {
∼
b1,
∼
b2, ...,
∼
bn}
τού X.
(v) Εντοpiίζουμε τον piίνακα B ο οpiοίος έχει για στήλες τα διανύσματα
(
∼
bi(t1),
∼
bi(t2), ...,
∼
bi(tn)), i = 1, 2, ..., n,
και υpiολογίζουμε τους piραγματικούς αριθμούς p(
∼
bi), i = 1, 2, ..., n και
σk = max{0, z1(tk), z2(tk), ..., zr(tk)}, k = 1, 2, ...,m, όpiως και τους
αριθμούς pj(
∼
bi), j = 1, 2, ..., l, i = 1, 2, ..., n.
(vi) Αν (λ1, λ2, ..., λn) είναι λύση τού piροβλήματος γραμμικού piρογραμματι-
σμού (9), τότε
z =
n∑
i=1
λi
∼
bi,
θα αpiοτελεί λύση τού piροβλήματος ελαχιστοpiοίησης (1).
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Ενότητα 3
Ασφάλιση Χαρτοφυλακίου
Στην piαρούσα ενότητα εφαρμόζουμε τα piροηγούμενα αpiοτελέσματα στην α-
σφάλιση χαρτοφυλακίου. Το μοντέλο βασίζεται σε μία διαφορετική μέθοδο
σύγκρισης χαρτοφυλακίων, την κυριαρχημένη διάταξη χαρτοφυλακίων.
Η εν λόγω διάταξη δε συγκρίνει τα χαρτοφυλάκια ως piρος τη σημειακή διάτα-
ξη τού χώρου χαρτοφυλακίων, αλλά με βάση τη διάταξη των αpiοδόσεών τους.
Με αυτόν τον τρόpiο μάς δίνεται η δυνατότητα να χρησιμοpiοιήσουμε τη διατα-
κτική δομή τού χώρου χαρτοφυλακίων, καθώς και τη θεωρία των συνδέσμων-
υpiοχώρων. Στη μελέτη μας θεωρούμε ότι ο χώρος X piεριέχεται σε έναν piεpiε-
ρασμένης διάστασης ελαχιστικό σύνδεσμο-υpiόχωρο τού C(Ω).
3.1 Κυριαρχημένη Διάταξη Χαρτοφυλακίων
Το μοντέλο τής αγοράς των ασφαλίστρων piου μελετάμε αφορά δύο piεριόδους:
την piερίοδο 0 και την piερίοδο 1. Θεωρούμε ότι υpiάρχουν n στο piλήθος α-
σφάλιστρα piου τα αντιστοιχίζουμε στους φυσικούς αριθμούς 1, 2, ..., n και τα
οpiοία αpiοκτήσαμε τη χρονική piερίοδο 0. Τα ασφάλιστρα piεριγράφονται μέσω
των αpiοδόσεών τους τη χρονική piερίοδο 1. Η αpiόδοση τού i ασφαλίστρου
εν γένει είναι ένα θετικό στοιχείο xi ενός διατεταγμένου χώρου E, τον οpiο-
ίο αpiοκαλούμε χώρο αpiοδόσεων. Εpiίσης, υpiοθέτουμε ότι οι αpiοδόσεις
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x1, x2, ..., xn είναι γραμμικώς ανεξάρτητα διανύσματα (μη piεριττά ασφάλιστρα)
τού E. Στο μοντέλο μας ο E είναι ο χώρος των piραγματικών συνεχών συ-
ναρτήσεων C(Ω) ορισμένες σε έναν συμpiαγή Hausdorff τοpiολογικό χώρο
Ω. Συνεpiώς, τα διανύσματα αpiόδοσης xi είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, θετικά
στοιχεία τού C(Ω). Εpiιpiροσθέτως, θεωρούμε ότι το σύνολο Ω εκφράζει όλες
τις piιθανές καταστάσεις τής piαγκόσμιας οικονομίας στην piερίοδο 1 και ότι η
τιμή xi(t) τού xi στο σημείο t είναι η αpiόδοση τού ασφαλίστρου i στην κα-
τάσταση t. Ως εκ τούτου, η συνάρτηση xi piεριέχει όλη την piληροφορία για
το i ασφάλιστρο τη χρονική piερίοδο 1. ΄Ενα χαρτοφυλάκιο piεριγράφεται αpiό
ένα διάνυσμα θ = (θ1, θ2, ..., θn) τού Rn όpiου θi είναι το piλήθος των μετοχών
τού i ασφαλίστρου. Ο χώρος Rn καλείται χώρος χαρτοφυλακίων, ενώ η
αpiόδοση τού χαρτοφυλακίου θ θα είναι:
R(θ) =
n∑
i=1
θixi ∈ C(Ω).
Ο τελεστής R είναι ένα piρος ένα και καλείται τελεστής αpiόδοσης. Η ση-
μειακή διάταξη τού C(Ω), εpiάγει τη μερική διάταξη ≥R στον χώρο χαρτοφυλα-
κίων Rn την οpiοία αpiοκαλούμε κυριαρχημένη διάταξη χαρτοφυλακίων
και ορίζεται ως εξής: Για κάθε θ, φ ∈ Rn έχουμε ότι
θ ≥R φ⇔ R(θ) ≥ R(φ).
Συνεpiώς, το χαρτοφυλάκιο θ θα είναι ῾῾καλύτερο᾿᾿ αpiό το χαρτοφυλάκιο φ αν
και μόνον αν σε κάθε κατάσταση t τής piαγκόσμιας οικονομίας στην piερίοδο 1,
η αpiόδοση θ(t) τού χαρτοφυλακίου θ θα είναι μεγαλύτερη ή ίση τής αpiόδοσης
φ(t) τού χαρτοφυλακίου φ. Σύμφωνα με την σημειακή διάταξη τού χώρου χαρ-
τοφυλακίων, θ ≥ φ αν και μόνον αν θi ≥ φi, για κάθε i = 1, 2, ..., n. Εύκολα
piαρατηρείται ότι θ ≥ φ συνεpiάγεται θ ≥R φ αλλά το αντίστροφο δεν ισχύει
piάντα.
Ο θετικός κώνος C = {θ ∈ Rn∣∣R(θ) ≥R 0} τού χώρου χαρτοφυλακίων με
την κυριαρχημένη διάταξη χαρτοφυλακίων piεριέχει τον θετικό κώνο Rn+ το-
ύ Rn. Το σύνολο τιμών τού τελεστή αpiόδοσης, δηλαδή ο υpiόχωρος X =<
{x1, x2, ..., xn} > τού C(Ω), είναι το σύνολο των αpiοδόσεων των χαρτοφυλα-
κίων και καλείται χώρος των εμpiορευόμενων ασφαλίστρων. Ο θε-
τικός κώνος X+ = X ∩ C(Ω) τού X είναι η εικόνα τού θετικόυ κώνου
C τού χώρου χαρτοφυλακίων, δηλαδή X+ = R(C). Κάθε διάνυσμα q =
(q1, q2, ..., qn) ∈ Rn, όpiου qi είναι η τιμή τού i ασφαλίστρου, καλείται διάνυσμα
τιμής ασφαλίστρων και το εσωτερικό γινόμενο q · θ = ∑ni=1 qiθi, θα είναι
η αξία τού χαρτοφυλακίου θ στην τιμή q. Σε αυτήν την ενότητα, για κάθε
διάνυσμα τιμής q, θα θεωρούμε ότι q ·θ ≥ 0 για κάθε χαρτοφυλάκιο θ με θετική
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αpiόδοση και, συνεpiώς, για κάθε διάνυσμα τιμής ασφαλίστρου q θα θεωρούμε
ότι είναι θετικό ως piρος την κυριαρχημένη διάταξη χαρτοφυλακίων (δηλαδή,
q · θ ≥ 0, για κάθε θ ∈ C).
3.2 Ασφάλιση Χαρτοφυλακίου
΄Εστω ότι θ, κ είναι piροκαθορισμένα χαρτοφυλάκια. Η ασφάλιση τού χαρτο-
φυλακίου θ στο ῾῾piάτωμα᾿᾿ κ (με τον όρο ῾῾piάτωμα᾿᾿ εννοούμε το χαρτοφυλάκιο
με την ελάχιστη αpiοδεκτή αpiόδοση) piραγματοpiοιείται στην piερίοδο 0 και οι
piληρωμές λαμβάνουν χώρα στην piερίοδο 1. Κάθε χαρτοφυλάκιο η με αpiόδοση
καλύτερη των αpiοδόσεων των θ, κ, για κάθε piιθανή κατάσταση τής piαγκόσμιας
οικονομίας t την piερίοδο 1, αpiοτελεί ένα εγκεκριμένο χαρτοφυλάκιο ασφάλι-
σης. Η εταιρεία θα είναι υpiοχρεωμένη να piληρώσει μόνο αν η αpiόδοση θ στην
κατάσταση t την piερίοδο 1 είναι μικρότερη αpiό την αpiόδοση τού κ, δηλαδή αν
R(θ)(t) < R(κ)(t). Υpiοθέτουμε ότι q είναι το διάνυσμα τιμής ασφαλίστρων
στην piερίοδο 1, καθώς και ότι η εταιρεία έχει την υpiοχρέωση να piληρώσει.
Τότε, η εταιρεία έρχεται αντιμέτωpiη με το ακόλουθο piρόβλημα στο οpiοίο κα-
λείται να piροσδιορίσει το ελάχιστο κόστος ασφάλισης:
• Ελαχιστοpiοίησε το q · η ως piρος η ∈ Rn, υpiό τους piεριορισμούς η ≥R θ
και η ≥R κ. (11)
Θα αναφερόμαστε σε κάθε λύση τού εν λόγω piροβλήματος ως μία ασφάλιση
ελαχίστου κόστους τού χαρτοφυλακίου θ στο ῾῾piάτωμα᾿᾿ κ και
στην τιμή q.
Αν y1 = R(θ), y2 = R(κ) και p είναι το γραμμικό συναρτησιοειδές τού X με
p(xi) = qi για κάθε i = 1, 2, ..., n, θα έχουμε ότι: p(Rθ) = q · θ, για κάθε θ.
Εpiειδή η τιμή q είναι θετική ως piρος την κυριαρχημένη διάταξη χαρτοφυλακίων
και X+ = R(C), θα έχουμε ότι το p είναι ένα θετικό γραμμικό συναρτησιοειδές
τού X. Ως εκ τούτου, το piαραpiάνω piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης είναι ισοδύναμο
με το ακόλουθο:
• Ελαχιστοpiοίησε το p(w) ως piρος w ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς w ≥ y1
και w ≥ y2,
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όpiου p είναι ένα θετικό γραμμικό συναρτησιοειδές τού X.
Θέτουμε z = w − y2, z1 = y1 − y2 και καταλήγουμε στο ακόλουθο ισοδύναμο
piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης:
• Ελαχιστοpiοίησε το p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥ z1
και z ≥ 0. (12)
Εύκολα μpiορούμε να piαρατηρήσουμε ότι z0 θα είναι λύση τού (12), αν και μόνον
αν η0 = R−1(z0 + y2) είναι λύση τού (11).
Θεώρημα 3.2.1 Αν ο χώρος αpiοδόσεωνX piεριέχεται σε έναν piεpiερασμένης
διάστασης ελαχιστικό σύνδεσμο υpiόχωρο Y τού C(Ω) και το άθροισμα των xi
είναι αυστηρώς θετικό, τότε υpiάρχει ασφάλιση ελαχίστου κόστους τού χαρτου-
λακίου θ στο ῾῾piάτωμα᾿᾿ κ και στην τιμή q, η οpiοία piροσδιορίζεται εpiιλύοντας το
piρόβλημα ελαχιστοpiοίησης (12).
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Ενότητα 4
Παραδείγματα
Παράδειγμα 4.1 ΄Εστω Ω = [0, 2], x1(t) = t2− 2t+ 2, x2(t) = −t3 + 2t2−
t + 2, x3(t) = t3 − 3t2 + 3t και X είναι ο υpiόχωρος τού C[0, 2] piου piαράγεται
αpiό τα x1, x2, x3. Μελετάμε το piρόβλημα
• Ελαχιστοpiοίησε το p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥ x0
και z ≥ 0.
όpiου x0 = −3t3 +7t2−10t+8 και p θετικό. Η βασική συνάρτηση των x1, x2, x3
θα είναι
β(t) =
1
4
(x1(t), x2(t), x3(t)).
Υpiοθέτουμε ότι το K είναι piολύτοpiο. Εpiειδή η piαράγωγος τής συνάρτησης
β μηδενίζεται μόνο στο σημείο 1 τού διαστήματος (0,2), τότε σύμφωνα με
την Παρατήρηση 2.5.1, έpiεται ότι το σύνολο των piιθανών κορυφών τού K θα
είναι το {P1 = β(0), P2 = β(1), P3 = β(2)}. Αpiοδεικνύεται εύκολα ότι κάθε
β(t) γράφεται ως κυρτός συνδυασμός των διανυσμάτων Pi
(
δηλαδή για κάθε
t ∈ Ω, υpiάρχουν λi ∈ (0, 1), με
∑3
i=1 λi = 1, τέτοια ώστε β(t) =
∑3
i=1 λiPi
)
.
Συνεpiώς, το K είναι ένα simplex με κορυφές τα P1, P2, P3, ενώ ο X θα είναι
σύνδεσμος-υpiόχωρος. Μία θετική βάση τού X δίνεται αpiό τη σχέση (4) τής
ενότητας 2.2 και έpiειτα αpiό τους υpiολογισμούς piροκύpiτει ότι
b1(t) = 2(t− 1)2(2− t), b2(t) = 4t(2− t), b3(t) = 2t(t− 1)2,
είναι η θετική βάση τού X. Παρατηρούμε ότι β1(0) 6= 0, ενώ β2(0) = β3(0) = 0
και άρα το t1 = 0 αpiοτελεί κόμβο για το β1. Ομοίως, το t2 = 1 και το t3 = 2.
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Συνεpiώς, τα t1 = 0, t2 = 1 και t3 = 2 είναι οι κόμβοι τής βάσης και ως εκ
τούτου, το x0 θα γράφεται ως
x0 =
x0(0)
b1(0)
b1 +
x0(1)
b2(1)
b2 +
x0(2)
b3(2)
b3 = 2b1 +
1
2
b2 − 2b3.
Τελικώς, η λύση τού piροβλήματος ελαχιστοpiοίησης θα είναι το supX{x0, 0} =
2b1 +
1
2
b2.
Παράδειγμα 4.2 Ο υpiόχωροςX τού Παραδείγματος 2.1 δεν είναι σύνδεσμος-
υpiόχωρος τού C[0, 1], καθώς εpiίσης δεν piεριέχεται σε έναν piεpiερασμένης δι-
άστασης ελαχιστικό σύνδεσμο υpiόχωρο Y τού C[0, 1]. Για να αpiοδείξουμε ότι
κάτι τέτοιο ισχύει, υpiοθέτουμε ότι το K είναι piολύτοpiο. Τότε, το K θα piρέpiει
να έχει τουλάχιστον τρεις κορυφές, έστω β(t1), β(t2), β(t3). Συνεpiώς, τουλάχι-
στον ένα αpiό τα ti θα piρέpiει να είναι εσωτερικό σημείο τού (0,1), γεγονός piου
έpiεται ότι η piαράγωγος σε εκείνο το σημείο θα είναι ίση με 0. Με αυτόν τον
συλλογισμό, καταλήγουμε σε άτοpiο, εpiειδή η βασική συνάρτηση είναι
β(t) =
1
1 + t+ t2
(1, t, t2)
και η piαράγωγός της είναι διάφορη τού μηδενός για κάθε t ∈ (0, 1).
Παράδειγμα 4.3 ΄Εστω Ω = [0, 3], x1(t) = −t5+8t4−26t3+44t2−37t+12,
x2(t) = −t5 + 8t4− 24t3 + 35t2− 28t+ 12, x3(t) = t5− 7t4 + 18t3− 19t2 + 7t
και X είναι ο υpiόχωρος τού C[0, 3] piου piαράγεται αpiό τα x1, x2, x3. Μελετάμε
το piρόβλημα
• Ελαχιστοpiοίησε το p(z) ως piρος z ∈ X, υpiό τους piεριορισμούς z ≥ x0
και z ≥ 0,
όpiου x0 = 2x1 + x2 − x3 = −4t2 + 31t4 − 94t3 + 142t2 − 109t + 36 και το
διάνυσμα τής τιμής είναι p(w) =
∫ 3
0
tw(t)dt για κάθε w ∈ C(Ω). Η βασική
συνάρτηση είναι
β(t) =
1
s(t)
(x1(t), x2(t), x3(t)),
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όpiου s(t) = −t5 + 9t4 − 32t3 + 60t2 − 58t + 24 είναι το άθροισμα των συναρ-
τήσεων xi (δηλαδή, s(t) =
∑3
i=1 xi(t)). Χρησιμοpiοιώντας κάpiοιο μαθηματικό
λογισμικό υpiολογίζουμε τις ρίζες τής piαραγώγου τής β στο διάστημα (0,3).
*Σημείωση: Εμείς χρησιμοpiοιήσαμε το Στατιστικό Πακέτο R, λόγω piε-
ρισσότερης εξοικείωσης με το εν λόγω piρόγραμμα. Παρόλα αυτά, συνιστούμε
στον αναγνώστη να piροτιμήσει το Mathematica ή το Matlab για αντίστοιχης
φύσης piροβλήματα.
Βρήκαμε, λοιpiόν, piως η piαράγωγος τής β στο (0,3) έχει ρίζες τα σημεία 1 και
2. Κάτι τέτοιο διαpiιστώνεται και με τις piαρακάτω γραφικές piαραστάσεις των
συναρτήσεων β1, β2 και β3.
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Συνεpiώς, το σύνολο των piιθανών κορυφών τού K θα είναι το
{
β(0) =
(1
2
,
1
2
, 0
)
, β(1) = (0, 1, 0), β(2) =
(1
2
, 0,
1
2
)
, β(3) = (0, 0, 1)
}
.
Εν συνεχεία, αpiαριθμούμε τα Pi, εις τρόpiον ώστε τα n = 3 piρώτα να είναι
γραμμικώς ανεξάρτητα. ΄Εστω, λοιpiόν,
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P1 = (0, 1, 0), P2 = (0, 0, 1), P3 =
(1
2
,
1
2
, 0
)
, P4 =
(1
2
, 0,
1
2
)
.
Γνωρίζουμε ότι κάθε β(t) γράφεται ως κυρτός συνδυασμός των διανυσμάτων
Pi. Παρόλα αυτά, η εύρεση των συντελεστών ξi(t) εν γένει αpiοτελεί ένα α-
piαιτητικό piρόβλημα. Στο piαράδειγμά μας ισχύει ότι β(t) =
∑4
i=1 ξi(t)Pi, με
ξ1(t) = (−t4 + 7t3−16t2 + 12t)/s(t), ξ2(t) = (t5−6t4 + 13t3−12t2 + 4t)/s(t),
ξ3(t) = 2(−t5 + 9t4− 31t3 + 51t2− 40t+ 12)/s(t), ξ4(t) = 2(−t4 + 5t3− 7t2 +
3t)/s(t). Παρατηρούμε ότι
∑4
i=1 ξi(t) = s(t)/s(t) = 1.
Σύμφωνα με το Θεώρημα 2.3.2, ο Y =< {x1, x2, x3, x4} >, όpiου x4 = ξ4(t)s(t) =
2(−t4 + 5t3 − 7t2 + 3t), είναι ένας ελαχιστικός σύνδεσμος-υpiόχωρος τού C(Ω)
piου piεριέχει τον X. Αpiό το ίδιο Θεώρημα, μία θετική βάση τού Y δίνεται αpiό
τη σχέση (5), όpiου D είναι ο 4 × 4 piίνακας με στήλες τα διανύσματα Ri τής
σχέσης (6). Στο piαράδειγμά μας θα είναι
M1 = (0, 1, 0, 0), M2 = (0, 0, 1, 0), M3 =
(1
2
,
1
2
, 0, 0
)
, M4 =
(1
2
, 0,
1
2
, 1
)
και άρα
R1 = (0, 1, 0, 0), R2 = (0, 0, 1, 0), R3 =
(1
2
,
1
2
, 0, 0
)
, R4 =
(1
4
, 0,
1
4
,
1
2
)
.
Συνεpiώς, θα έχουμε ότι

b1
b2
b3
b4
 =

−1 1 0 1
2
0 0 1 −1
2−1 1 0 1
2−1 1 0 1
2


x1
x2
x3
x4
 .
Δηλαδή, b1 = −t4 + 7t3 − 16t2 + 12t, b2 = t5 − 6t4 + 13t3 − 12t2 + 4t, b3 =
2(−t5+9t4−31t3+51t2−40t+12), b4 = 4(−t4+5t3−7t2+3t) είναι μία θετική
βάση τού Y και είναι εύκολο να piαρατηρήσουμε ότι t1 = 1, t2 = 3, t3 = 0, t4 = 2
είναι οι κόμβοι τής βάσης. Η βάση piροβολή τού X, σύμφωνα με τη σχέση (7),
θα είναι (∼
b1(t),
∼
b2(t),
∼
b3(t)
)T
= A−1(x1(t), x2(t), x3(t))T ,
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όpiου A είναι ο 3×3 piίνακας με στήλες τα διανύσματα P1, P2, P3. Ως εκ τούτου,
∼
b1∼
b2∼
b3
 =
−1 1 00 0 1
2 0 0

x1x2
x3
 .
Δηλαδή,
∼
b1 = x2 − x1,
∼
b2 = x3,
∼
b3 = 2x1.
Εpiομένως, ο piίνακαςB piου έχει ως στήλες τα διανύσματα (
∼
bi(t1),
∼
bi(t2),
∼
bi(t3),
∼
bi(t4))
είναι
B =

2 0 0
0 12 0
0 0 24
−2 2 4
 .
Εpiίσης, υpiολογίζουμε ότι p(
∼
b1) = −81/20, p(
∼
b2) = 2097/140, p(
∼
b3) = 558/35.
Οι αριθμοί σk = x0(tk)∨0 είναι σ1 = 2, σ2 = 0, σ3 = 36, σ4 = 2. Ως εκ τούτου,
καταλήγουμε στο ακόλουθο ισοδύναμο piρόβλημα γραμμικού piρογραμματισμού:
• Ελαχιστοpiοίησε το −(81/20)λ1 + (2097/140)λ2 + (558/35)λ3 ως piρος
(λ1, λ2, λ3) ∈ R3, υpiό τους piεριορισμούς
2 0 0
0 12 0
0 0 24
−2 2 4

λ1λ2
λ3
 ≥

2
0
36
2
 .
Το piαραpiάνω piρόβλημα είναι ένα κλασικό piρόβλημα γραμμικού piρογραμματι-
σμού και είναι εύκολο να βρούμε ότι η λύση του είναι (λ1, λ2, λ3) = (2, 0, 3/2)
και συνεpiώς, η λύση τού αρχικού piροβλήματος θα είναι η
z0 =
3∑
i=1
λi
∼
bi = 2
∼
b1 + 0
∼
b2 + (3/2)
∼
b3 =
= −3t5 + 24t4 − 74t3 + 114t2 − 93t+ 36.
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